數學長度本質概念
前言：
長度在五大主題軸「數與量」、「幾何」、「代數」、「統計與機率」和「連結」中，歸類在「數與量」的部分。量的概念與實測活動，在日常生活中經常用到；兒童常常因為缺乏正確量的概念緣故而造成解題的困難。而長度是學生保留概念最早且較成熟，也是最容易操作的量，長度的測量是分數與小數教學的自然入口，同時也是學習數線的典型模型。透過對長度經驗的累積，學生將學習如何在數線上作比較和加減運算，由此將整數與有理數徹底整合，作為日後學習負數、實數、幾何的基礎。
1、 數學結構
(1)、 長度的定義：
長度係直線段所具有的唯一屬性。直線段的經驗來自視覺與觸覺。由於人工物多具筆直的邊緣，因此兒童對於直線段應不陌生。直線段和另一直線段可以任意相疊。相疊後可以將直線的兩端任意延長，並在上面來回移動。此一事實構成直線段直接比較的基礎，將兩直線段的一端疊合，檢查另一端點的位置，就可以比較長短。長度是一維空間的度量。
(2)、 長度的概念：
在空間中，質點從一位置移動到另一位置，花費最少的時間，或最少的能量，它所經過的路徑，可以加以量化，以與時間、能量、質量建立關係。另一方面，物質或能量在空間移動，常需要傳導的載體，例如電力輸送需要導線，螞蟻在空間中移動需要繩子，質量愈少的載體愈有利。這兩者是物質世界中，長度概念的由來。
(3)、 長度的種類：
· 直線與線段
直線最重要的幾何形狀特徵就是兩段直線一定能處處疊合，事實上，只要用這個事實，就能區分直線與非直線。例如兩段同半徑的圓弧可以處處疊合，但不同半徑的圓弧則否。
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【範例一】                           【範例二】
直線可以任意延長，故在數學上，在嚴格使用中，以直線稱呼兩方向都延伸至無線遠處的直線。直線中任意兩點之間的部分稱為直線段，簡稱線段。從某一點開始，只以一個方向延伸無限遠處，稱為射線。在較寬鬆的使用中，直線和線段的界限模糊化了。
[image: image3.jpg]



直線段可以相接成更長的直線段，這也是延長它的意思。直線段的相接是直線長的個別單位描述的基礎，將直線段接長更長的直線段就是直線段的合成，反之則稱為分解。
· 曲線線段
屬於非長線段的曲線，例如圓周、或橢圓周，曲線的長度一定要拉直以後才能加以測量。但曲線物本身是不能拉直的。可用繩子複製長度的方式來說明拉直後再量的概念。如：用繩子複製水桶的手把及水壺背帶的長，然後再將繩子拉直。
曲線長度的描述必須用到極限過程。一般的方法是在曲線是取一些點，包括曲線的端點，然後把這些點用直線段依次相連。如果取的點愈來愈多，則所連成的直線段的總長度雖然也會愈來愈長，但不會超過一個很容易決定的限度。數學上說，它會達到一個最短上限。這個最短的上限就被定為曲線長。
· 測量注意事項
長度：

(1) 有時長度不是平面上兩平行線之間的距離，而是空間中兩平行面之間的距離，在日常生活中如身高（高矮）、厚度（厚薄）、寬度（寬窄）、口徑（粗細）均屬此類。這類長度在測量時，我們加入的輔助直線段一定要垂直於平行線或平行面。例如：在測身高時，人要站直，讓長棒的平面頂住頭頂。這個平面與兩足站立的平面平行。此二平行面之間的距離標示在支持長棒的鐵桿（或木桿）上，即為身高。
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(2) 由於學生對於垂直平行僅據視覺和身體的運動覺經驗，如在地面上畫一直線讓學生畫出另一條直線平行於該線，此時學生通常會將身體正面調整至與你畫的直線平行，才會畫出另一條平行線。因此我們在量取此類長度時，要盡量與日常生活情境相容。
曲線：曲線的長度一定要拉直以後才能加以測量。但曲線物本身是不能拉直的。可用繩子複製長度的方式來說明拉直後再量的概念。
(4)、 度量單位：

· 普遍單位：
(1) 十進位度量衡制的命名系統：約定俗成，以北極經巴黎到赤道的子午線長的一千萬分之一為一公尺（meter）。
(2) 依度量衡國際標準制度長度以公尺(meter)為基本單位：一公尺的十倍、百倍、千倍，．．．．．．等，稱為十公尺、百公尺、千公尺。一公尺的0.1倍 0.01倍 0.001倍….等稱為分公尺、厘公尺、毫公尺，．．．．．．等。
(3) 在九年一貫課程綱要中，公尺改稱為米。
(4) 公厘會與公里在讀音上相混，而且日常不太用。所以我們按照中央標準局給國立編譯館的建議，試驗將毫尺放入課程中代替公厘。建議老師在上課中儘量說毫尺，學生若使用公厘，老師可以告知，那是老一輩的人如父母親們用的稱呼，也可以使用，但是希望我們上課時用毫尺來稱呼。因為只是稱呼的差異，所以相信教學上沒有問題。因此有下列對照：
	英文縮寫
	Km
	m
	cm
	mm

	台灣舊稱
	公里
	公尺
	公分
	公厘

	台灣新稱
	千公尺
	公尺
	厘（公）尺
	毫（公）尺

	大陸
	千米
	米
	厘米
	毫米


· 公分尺的結構（一階單位）：公分刻度尺是一階單位尺的結構。
(1) 刻度均在一條直線上，自0向右。
(2) 相鄰兩刻劃之間的長度均相等，即為這把尺的使用單位。

(3) 刻劃上所標示的數字，顯示從零刻度至該刻度之間所含的單位數。
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· 普通的公分尺的結構（二階單位）：

(1) 在一把普通的公分尺上，數字僅與公分單位有關，毫尺單位僅有刻劃而無數字。通常刻劃會稍加設計,使計數容易些，如將5毫尺畫長一些，或將2、4、6、8毫尺畫得比1、3、5、7、9毫尺的刻劃長些。
(2) 對三年級兒童來說，將普通公分尺視為以毫尺為基本單位，分公尺為其10倍單位，兩單位並存的尺是較容易的，而非以公分為基本單位，1毫尺為其十分之一長的單位，到三下時，我們將以普通公分尺的結構檢視，導入公分毫尺間的換算。

(5)、 算式：

· 長度與加減算式：

(1) 以長度描述連續物件的添（併）加，拿走，若要用加減算式加以描述的話，兒童必須有將連續量加以離散化的活動較符合本課程的精神。此一聯結活動是以1公分長的白色積木的併排來進行的，兒童必須能說出類似「4公分就是4個1公分」的話。
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· 線段圖和算式（圖解算術）：

(1) 傳統的圖解算術，係指運用線段圖來表徵文字題中，已知數據與未知量之間的關係，由此尋出求未知量所需的運算步驟。
(2) 在運用時，若要表達各量之間的比例關係，則各對應線段的長度之間必須顯示相等的比例。
(3) 但是在表達加減關係時，各對應線段的長度只要表示出較多或較少的關係即可，大小比例可以忽略，更恰當地說，線段長短和數據之間的比例關係的遵守程度依問題的需要而定。

    [image: image6.jpg]



2、 認知結構
(一)、量概念的發展

    Piaget對於兒童如何發展量的概念作了廣泛的研究，舉凡長度、面積、體積、容量、重量、時間等等，都有不凡的成就。他的研究通常是給兒童一些具體物和作業，讓他們解決問題，並從中觀察其表現，用一些問題詢問他們，以了解思考過程和想法。

· 自發的測量：
    Piaget曾研究兒童自發的測量活動。在一張桌子上堆一個積木的塔(約80cm高)，此塔作為模型。另一張桌子比放模型的一張低，上面零散放一些積木，其大小與模型中的不一樣。兒童要在這張桌子上堆一個與模型一樣高的塔，兩張桌子之間相距二公尺，中間用布幕隔開以免兒童只用視覺比較兩塔的高度。桌子旁邊也放置一些紙條或木條，但不告訴兒童如何使用這些工具。他們發現兒童測量概念的發展可以分為三階段：
· 階段一：直接的視覺比較─遷移是純視覺的

    此階段約在四歲到四歲半之間，在此階段的兒童不會用共同的量作比較，若給他木棍告訴他可用來測量，他只會把木棍放在旁邊當裝飾品。此階段的兒童僅移動其視線，會看看模型並記住它的整體輪廓，然後再回到自己的桌子堆塔。問他兩個塔一樣高嗎？他們會回答：「是的，因為我能看見」。

· 階段二：應用「位置改變」

    此階段約在四歲半或五歲到七歲之間，在此階段中，測量的歷程有了物體的移動，亦即，改變位置，有時候會移動要比較的單項物體，有時候移動第三個物體，有了共同量的預備觀念，但還沒有遞移的邏輯觀念。

   此階段又分為兩個次階段，在次階段A，兒童以動手遷移輔助視線的遷移，他們會動手搬動要比較的物體，將它們擺在一起比較高度，雖然他們的比較依然是視覺的，但已經是兩個鄰近物體的比較；在次階段B，兒童能使用第三物為媒介，但還不能用此第三物為獨立的共同度量，所以他們使用自己的手臂或身體的部位作為參照物，將一物體的長度遷移到另一物體，有一個此階段的兒童以自己的肩和塔的頂端對齊，以腿的一個地方和塔底部對齊，然後走到另一個塔模型邊比一比塔高與自己的身體部位長度。

    在次階段B與階段三之間的過度期，兒童能用一物體作為媒介，此時的媒介物作為一象徵物，以模仿塔的高度，但尚不足稱為共同度量，因為他們對此媒介物的使用相當有限。

· 階段三：操作的共同度量

    此階段約在七八歲之後，在此階段的兒童能夠理解量的遞移性，亦即若A＝B且B＝C則A＝C，或A＝B且B＞C則A＞C，或A＞B且B＞C則A＞C。此階段又分為兩個次階段，次階段A只會使用一個比兩個塔還長的媒介物，例如：有個兒童能使用長棍子比較兩個塔，但給他小於塔的棍子則認為不能使用，他會說：假如它是太長的話是可以用的，太短的話就不能用了。」

    在次階段B則能使用一個比兩個塔還小的媒介物，以媒介物的重複測量來比較兩個塔的高度，既使給他一塊小積木，他們也能重複丈量每一個塔，看各個塔有幾個積木高。

(二)、長度保留概念(守恆)的發展

    在測量物體時，要將一個物體或一個媒介物遷移到別的地方，與另一個物體比較，一個物體遷移之後，或甚至改變形狀之後還會保留原有的量，否則就不能測量了，兒童對於這樣概念的理解稱為守恆概念。

    在兒童面前展示兩根平行的筷子，詢問這兩根是否相等，四五歲的兒童都會說相等，然後將一根筷子移動位置，再詢問他們是否相等，未有守恆概念的兒童會認為不相等，具有守恆概念的兒童會認為還是相等，而且能說出理由。
             A                          A 

             B               移動B後   B

               A B相等                   A B是否相等？
    假如使用鐵線，可以將第二根折彎，再詢問而兒童它們是否相等。用火柴棒上黏一房子表示一個單位長度，連接幾個這樣的房子成直線，另用相等數量的房子排成折線。或者是詢問兒童，假如你是一隻小螞蟻要送信給這些家，現在有A和B兩條路線，你要選擇那一條路？這兩條路上各有幾家？到每一家要走一樣長的路嗎？你為什麼選這條路？
             A                       A 

             B               折彎B   B

A B相等                   A B是否相等？
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 折彎後A B兩條路線還會相等嗎？
    第一種情形表示物體移動之後其長度不變，第二種情形表示物體改變形狀之後其長度不變，第三種情形表示物體細分為相同單位之後其長度不變。

    根據Piaget等人的研究，各種量的守恆概念發展並不同時進行，長度、容量等守恆概念較早發展，約在七歲左右，重量約在八九歲間，體積守恆概念發展最遲，約在十一、二歲之間。而毫無疑問的，守恆概念是測量所必須的能力。

(三)、在長度與線段圖表徵上，線段圖表徵分成三個階段：
· 實際表徵

畫出真實的長，因此兒童在簿子上無法表示：3公尺＋5公尺＝8公尺。

· 呈現比例的表徵

任取一線段l表徵1公尺，而以l長的X倍，表徵X公尺，開始時，可以由老師來約定，例如說，「讓我們用5毫尺來表示1公尺」，但是對不同問題，老師要注意偶然換個比例，最好是針對不同問題的需要。最後，讓兒童自己去決定。

· 可以忽略比例的示意表徵

此時兒童知道可以不按比例來呈現關係，只要不妨礙尋找解題所需要的運算或轉換。此時已超過小學程度了。
3、 綱要結構
	
	數    與    量
	幾何

	一年級
	1-n-09

能認識長度，並作直接比較。
	1-s-01

能認識直線與曲線。

	
	1-n-10

能利用間接比較或以個別單位實測的方法比較物體的長短。
	

	二年級
	2-n-13

能理解用不同個別單位測量同一長度時，其數值不同，並能說明原因。
	2-s-03
能使用直尺畫出指定長度的線段。

	
	2-n-14能認識長度單位「公分」、「公尺」及其關係，並能作相關的實測、估測與同單位的計算。
	2-s-04能畫出兩點間的線段，並測量其長度。

	三年級
	3-n-12

能認識長度單位「毫米」，及「公尺」、「公分」、「毫米」間的關係，並作實測與相關計算。
	3-s-02
能認識周長，並實測周長。

	四年級
	4-n-13
能認識長度單位「公里」，及「公里」與其他長度單位的關係，並作相關計算。
	

	六年級
	6-n-08
能理解速度的概念與應用，認識速度的普遍單位及換算，並處理相關的計算問題。
	


4、 教學策略
(1)、 低年級
· 迷思概念(1)：對題意不懂
· 教學策略(1)：如果題目改為教師用口語表達的話，學生馬上就懂會做了──學生亦受限於語言程度而不習慣題目。因此老師可以幫他唸一次題目後再請他自己唸一次、帶學生了解題目，並將線索具體化、由國語文的能力去加強，培養其照樣照句及閱讀的能力，多去練習這類的題目。【陳柏如老師提供】
· 迷思概念(2)：學生對單位的概念不是很清楚
· 教學策略(2)：和實際生活做連結，可以請小朋友準備一條一公尺的線，放在鉛筆盒裡，在講解長度時，會實際讓他們去量教室中的物品，例如：門的寬度；公分的話，就會告訴他們平常用的尺，一單位就是一公分，讓他們感受公尺和公分的不同。【郭麗玉老師提供】
· 迷思概念(3)：單位數大的長度，難以理解。例：一台巴士是7公尺或是70公分，低年級同學還可以理解是7公尺，但操場一圈是400公尺還是4000公分，就無法理解。
· 教學策略(3)：在課堂時間允許的情況下，實際操作是最恰當的方式，教師可以請同學帶長尺或捲尺，實際測量體驗體驗，讓學生學習估算長度。【賴惠美老師提供】
· 迷思概念(4)：長度中的公尺因為不常用  所以在換算上會容易寫錯。。  
· 教學策略(4)：利用以下表格，學生能一目了然的學習。例:  一公尺4公分是幾公分?
	公尺
	公分

	
	1
	0
	4


     根據表格來看  學生就可以知道是104公分【劉雅蘭老師提供】
(2)、 中年級

· 迷思概念(1)：距離的概念。例如：一公里究竟有多長?
· 教學策略(1)：實際帶小朋友走校園去測量一公里的距離究竟有多長，也許校園不見得夠長到一公里，但是可以先走出一百公尺的距離，再說十個一百公尺就是一公里。【陳曉霈老師提供】
· 迷思概念(2)：單位換算，尤其是小單位換算成大單位的部分，學生容易產生疑惑。如：60公分等於幾公尺的問題。
· 教學策略(2)：1.複習舊經驗：1公尺=100公分
                 2.將100公分和60公分以數線圖呈現。

                 3. 以分數的概念來帶入。60÷100=60/100。

                                          【顏慧真老師提供】

· 迷思概念(3)：長度單位mm、cm、m、km，單位之間倍數換算的問題。因為量感的不足，所以對於單位之間的倍數差異概念不是那麼好。
· 教學策略(3)：
1. 以手來感覺不同單位之間的差異，藉由直接的測量讓學生對該概念有所認識。如一公尺，讓學生利用手邊都有的尺，用小的單位十個十公分來量出一公尺是多長，實際感受單位之間倍數的差異。
2. 在進行複雜的單位換算時，老師會先複習之前的概念，讓學生有先備知識再進行較深入的問題。
3. 最後，就直接利用畫圖的方式，將不同單位的東西畫在黑板上，標明單位，配合具體的圖像了解抽象的題目，讓學生的概念更清晰。講解說明之後，再讓學生自行去畫類似的圖，並進行比較。
                                                 【陳玫君老師提供】
(3)、 高年級

· 迷思概念(1)：比例尺的問題。
    例如： 


                
	
	
	


請問比例尺是多少？ 1 : (  )

小朋友會寫成1：(100 )。
· 教學策略(1)：告訴學生公分和公尺是不同單位，就像公斤和公克單位是不同的，不能相比較，所以要把一公分換成0.01公尺或是將1公尺換成100公分，再做比較。那麼這題的正確答案應該是1：(10000)。
                                                【郭慧萱老師提供】
5、 評量範例
	設計目標：能比較長度大小。                                         

	(冬天到了，媽媽織了兩條圍巾要給小丸子和姐姐，拿到圍巾後他們開始比誰的較長。

小丸子說：[image: image8.jpg]


 兩條一樣長啦!

姐姐不服氣的說：[image: image9.jpg]


紅色那條比較長啦!

請問誰說的對？□小丸子 □姐姐    為什麼呢？

	設計目標：能正確測量出長度並並找出測量的基準點。                  

	(大雄買了兩支鉛筆，他想比較看看哪一支筆較長


靜香說:「當然是紅色的比較長，而且長一公分」。

胖虎說：「我也認為是紅色的比較長，因為紅色筆是七公分，綠色筆六公分」

小夫說：「你們都錯了，一樣長啦！」 
請問誰說的對？□靜香 □胖虎 □小夫  為什麼呢？



	設計目標：正確換算長度單位並比較長短。                             

	(花輪要買200公分的綵帶佈置教室，老闆卻拿給花輪2.5公尺的彩帶。

丸尾說：「老闆多給了50公分，應該要退還給老闆！」

小丸子說：「老闆少給175公分，我們被騙了！」

小玉說：「老闆少給197.5公分！」

請問誰說的對？□丸尾 □小丸子 □小玉  為什麼呢？



	設計目標：長度概念的掌握                                                        

	(美美和佳佳兩人比賽誰的髮帶比較長：

美美

佳佳

美美說：「我們的髮帶一樣長。」

佳佳說：「不，我的比較長。」
誰說的對呢？□美美    □佳佳
理由是：                     



	設計目標：會正確使用尺來量東西                                                      

	(靜香拿了一把尺測量蠟筆有多長，量了之後，他說這枝蠟筆長９公分，但是大雄覺得是4公分，請問誰說錯了？
　　　

　　　　　　　　　　　　　（公分）

　５　６　７　８　９　１０

□靜香　□大雄
因為　　　　　　　　　　



	設計目標：能辨別直線、曲線間的長短關係。                                                       

	(大雄從家裡到學校的路有兩條，可是他今天太晚起床，上學快遲到了，試問他應該走哪一條路才會比較快到學校呢？
[image: image10.png]


                                                            
     公園路             
     民族路                             
□公園路　□民族路
因為　　　　　　　　　　




6、 參考資料
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2.林宜臻數學園地：http://www.naer.edu.tw:8080/ 

3. http://www.sbs.org.tw/mi7_3.htm
4. http://www.mdnkids.com/classboard/science/t3.htm
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